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ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ  

В ЗАДАЧЕ О КОЛЕБАНИЯХ В ОТКРЫТЫХ  
ОБЪЕМНЫХ РЕЗОНАТОРАХ1 

2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Цель работы – исследование свойств спектра резо-

нансных частот в задаче о колебаниях объемных магнито-диэлектрических ре-
зонаторов.  

Материалы и методы. Изучение проводится методом сведения задачи  
к анализу системы объемных интегродифференциальных уравнений по обла-
сти неоднородности, определяющей оператор-функцию спектрального пара-
метра.  

Результаты. Доказана теорема о дискретности спектра резонансных ча-
стот в задаче о колебаниях в объемных резонаторах, представляющих собой 
ограниченные трехмерные анизотропные магнитодиэлектрические тела, функ-
ции диэлектрической и магнитной проницаемости которых являются кусочно-
гладкими. Задача сведена к анализу системы объемных сингулярных инте-
гральных уравнений, которая определяет голоморфную фредгольмову опера-
тор-функцию спектрального параметра.  

Выводы. Метод объемных интегродифференциальных уравнений является 
эффективным средством для анализа свойств задачи о колебаниях объемных 
магнитодиэлектрических резонаторов.  

Ключевые слова: электромагнитные колебания, объемные резонаторы, 
уравнения Максвелла, анизотропные среды, объемные сингулярные инте-
гральные уравнения. 
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ON THE DISCRETENESS OF THE SPECTRUM  
OF INTEGRODIFFERENTIAL OPERATOR-FUNCTIONS IN THE  

PROBLEM OF OSCILLATIONS IN OPEN VOLUME RESONATORS 
 
Abstract.  
Background. The purpose of this work is to investigate the properties of the res-

onance frequency spectrum in the problem of oscillations of volumetric magneto-
dielectric resonators. 

Materials and methods. The study is carried out by reducing the problem to the 
analysis of the system of 3D integro-differential equations in the domain of hetero-
geneity that determines the operator-function of the spectral parameter.  
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Results. We prove the theorem on the discreteness of the resonance frequency 
spectrum in the problem of oscillations in volume resonators that are bounded 3D 
anisotropic magneto-dielectric bodies whose permittivity and permeability functions 
are piecewise smooth. The problem is reduced to the analysis of the system of 
volume singular integral equations that defines a holomorphic Fredholm operator-
function of the spectral parameter.  

Conclusions. The method of volume integro-differential equations is an effective 
tool for analyzing the properties of the problem of electromagnetic oscillations of 
volume magneto-dielectric resonators.  

Keywords: electromagnetic oscillations, volume resonators, Maxwell's equa-
tions, anisotropic media, volume singular integral equations. 

Введение 
Методы определения резонансных частот электромагнитных колебаний 

в резонаторах имеют большое значение при их конструировании [1].  
В открытых объемных магнитодиэлектрических резонаторах могут суще-
ствовать лишь комплексные резонансные частоты из-за излучения в свобод-
ное пространство [1, 2]. В статье рассматривается наиболее общая ситуация, 
когда среда в резонаторе является неоднородной и анизотропной, т.е. тензоры 
диэлектрической и магнитной проницаемости являются произвольными ку-
сочно-гладкими функциями координат. 

Для доказательства существования резонансных частот и исследования 
их свойств задача для системы уравнений Максвелла сводится к анализу си-
стемы интегродифференциальных объемных сингулярных уравнений по об-
ласти неоднородности. Оператор-функция, определяемая системой интегро-
дифференциальных уравнений, оказывается голоморфной функцией спек-
трального параметра – частоты колебаний, а при некоторых естественных 
ограничениях – и фредгольмовой в выбранном пространстве.  

Это дает возможность доказать дискретность спектра резонансных ча-
стот в задаче о колебаниях открытых резонаторов – основное теоретическое 
свойство этой задачи.  

1. Постановка задачи 

Пусть Q  – ограниченная область в пространстве 3R . Будем 
предполагать, что граница Q∂  области Q  кусочно-гладкая.  

Будем рассматривать следующий класс задач электродинамики.  
В области Q  среда характеризуется тензорами диэлектрической и магнитной 
проницаемости ˆ( )xε  и ˆ ( )xμ  (матрицы-функции размерности 3×3), причем 
компоненты этих тензоров являются кусочно-дифференцируемыми 
функциями координат. Точнее, пусть область Q  состоит из конечного числа 
подобластей iQ  с кусочно-гладкой границей iQ∂ ; i

i
Q Q=  , i jQ Q∩ =∅  при 

i j≠ . Предположим, что 3ˆ ( )iC Qε∈ , 
3ˆ ( )iC Qμ∈  для всех i . Точнее, будем 

предполагать, что ˆ( )xε  и ˆ ( )xμ  являются сужениями на iQ  функций, 
заданных на более широком множестве, т.е. ˆ ˆ( ) ( )ix xε = ε , ˆ ˆ( ) ( )ix xμ = μ  при 
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ix Q∈ , 3ˆ ( )i C Bε ∈ , 
3ˆ ( )i C Bμ ∈ , где B  – (открытый) шар, содержащий Q , 

Q B⊂ . На iQ∂  будем определять только предельные значения функций ˆ( )xε  
и ˆ ( )xμ  с разных сторон в точках гладкости поверхности.  

Вне области Q  (в \ Q3R ) среда изотропна с постоянными 
параметрами, 0ε = ε  и 0μ = μ . Требуется определить электромагнитные 
колебания с временной зависимостью в виде множителя exp( )i t− ω , где ω  – 
круговая частота.  

В такой постановке соответствующая математическая задача формули-
руется следующим образом: найти векторные непрерывно дифференцируе-
мые в iQ  и вне Q  функции электромагнитного поля, удовлетворяющие  
в областях гладкости параметров среды уравнениям Максвелла  

 ˆrot i= − ωεH E , ˆrot i= ωμE H   (1) 

и условию излучения на бесконечности 

 
0lim 0

r

ur ik ru
r→∞

∂ − = ∂ 
, 2 2 2

1 2 3: | |r x x x x= = + + ,  (2) 

где 0 0 0k =ω ε μ  ( 0Im 0,ε = 0Im 0μ = , 0Re 0,ε > 0Re 0μ > ); u  – любая из де-
картовых компонент полей E  или H .  

Далее на гладких частях поверхностей разрыва проницаемостей iQ∂  
функции E  и H должны быть непрерывны вплоть до iQ∂  (с каждой стороны) 
и удовлетворять условию непрерывности тангенциальных компонент полей: 

 [ ] [ ]0, 0
i iQ Qτ τ∂ ∂
= =E H ,  (3) 

где [  ]
iQ∂⋅  означает разность следов с разных сторон iQ∂ . Здесь τ  – каса-

тельный вектор к iQ∂ . Мы не будем вводить новые обозначения именно для 
гладких частей iQ∂ , а будем, в случае необходимости, оговаривать особо это 
обстоятельство.  

Кроме того, поля E  и H  должны удовлетворять условию ограничен-
ности энергии в любом конечном объеме пространства, т.е. условию 

 2,, ( )locL∈ 3E H R .  (4) 

Решения задачи (1)–(4) будем называть классическими. 

2. Теоремы о фредгольмовости системы интегральных уравнений 
Будем рассматривать задачи в анизотропной среде. Рассматриваемые 

задачи могут быть сведены к системе объемных сингулярных интегральных 
уравнений относительно электромагнитного поля в области Q  [3–5]: 

( )1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) . . ( ( ) ) ( ),grad grad ( )
3 r r

Q

x x I x p v y I y G R dy+ ε − − ε − −E E E  
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2
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) ( )r

Q

k y I y G R dy− ε − − E  

 
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) grad ( ) 0,r

Q

i y I y G R dy x Q− ωμ μ − × = ∈ H ,  (5) 

( )1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) . . ( ( ) ) ( ),grad grad ( )
3 r r

Q

x x I x p v y I y G R dy+ μ − − μ − −H H H  

2
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) ( )r

Q

k y I y G R dy− μ − + H  

 
0 ˆˆ( ( ) ) ( ) grad ( ) 0,r

Q

i y I y G R dy x Q+ ωε ε − × = ∈ E ,  (6) 

где 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ/ , /r rε = ε ε μ = μ μ ; G – функция Грина (фундаментальное решение) 
для уравнения Гельмгольца 

 

( )0exp
( ) ,

4
i k R

G R
R

=
π

  (7) 

R x y= − ; 1 2 3( , , )x x x x= ; 1 2 3( , , )y y y y= , ×  – векторное произведение.  
Ниже будем использовать гильбертово пространство шестимерных век-

тор-функций 2 ( )QL  со скалярным произведением, определяемым формулой 

( ) *, ( ) ( )
Q

x x d x= U V U V . 

Отметим, что оператор уравнений (5), (6) определен в 2 ( )QL  [4, 5]. 
Систему уравнений (5)–(6) можно записать в эквивалентной форме,  

в виде интегродифференциальных уравнений [4]: 
2
0ˆ ˆˆ ˆ( ) graddiv ( )( ( ) ) ( ) ( )( ( ) ) ( )r r

Q Q

x G R y I y dy k G R y I y dy− ε − − ε − − E E E  

 0 ˆˆ( )( ( ) ) ( ) 0,r
Q

i rot G R y I y dy x Q− ωμ μ − = ∈ H ,  (8) 

2
0ˆ ˆˆ ˆ( ) graddiv ( )( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )r r

Q Q

x G R y I y dy k G R y I y dy− μ − − μ − + H H H  

 0 ˆˆ( )( ( ) ) ( ) 0,r
Q

i rot G R y I y dy x Q+ ωε ε − = ∈ E .  (9) 

Выражения (8), (9) справедливы и при \x Q∈ 3R . В этом случае они 
являются интегральными представлениями и определяют электромагнитное 
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поле вне области Q  по найденному значению полей в Q . Отметим, что, по-

скольку ˆ ˆˆ ˆ( ) , ( ) , \r rx I x I x Qε = μ = ∈ 3R , то в этой области интегральные пред-
ставления полей (8), (9) не будут иметь сингулярности. Электромагнитное 
поле вне Q  определяется только значениями полей в Q  с помощью  

интегральных представлений полей в \ Q3R , удовлетворяющих условию из-
лучения.  

Теперь рассмотрим вопрос о фредгольмовости интегральных уравне-
ний. Дадим несколько определений, которые используются в дальнейшем из-
ложении. 

Определение 1. Пусть A – линейный ограниченный оператор, дей-
ствующий в гильбертовом пространстве H. Тогда оператор *A , который так-
же определен в H, называется сопряженным к A, если равенство 

*( , ) ( , )A f g f A g=  выполняется для всех ,f g H∈ . 
Решения однородного уравнения 0Au =  будем называть нулями опера-

тора A. Обозначим размерность подпространства нулей через ( )n A . Тогда 
*( )n A  – размерность подпространства нулей сопряженного оператора *A . 

Разность *Ind ( ) ( )A n A n A= − называется индексом оператора A. 
Определение 2. Линейный оператор A, действующий в гильбертовом 

пространстве H, называется фредгольмовым оператором, если значения ( )n A  
и *( )n A  конечны и индекс равен нулю. 

Сначала рассмотрим интегральное уравнение в анизотропной диэлек-
трической среде, т.е. магнитная проницаемость всюду в 3R  постоянна и рав-
на 0μ . Тогда система интегральных уравнений (5), (6) сводится к объемному 
сингулярному интегральному уравнению относительно электрического поля 
в области Q: 

( )1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) . . ( ( ) ) ( ),grad grad ( )
3 r r

Q

x x I x p v y I y G R dy+ ε − − ε − −E E E  

 ( )2
0 0ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 0, , / .r r

Q

k y I y G R dy x Qε − = ∈ ε = ε ε E   (10) 

Обозначим через 0B̂  оператор уравнения (10). Тогда 

( )0 0
1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
3

Q

B x I x x G x y y y dy = + η − η 
  W W W  –  

 ( )1ˆ ˆ. . ( , ) ( ) ( ) , ,
Q

p v G x y y y d y x Q− η ∈ W   (11) 

где тензор-функция ( )ˆˆ ˆ( ) ( )rx x Iη = ε − , а 0ˆ ( , )G x y  и 1ˆ ( , )G x y  – матричные 
функции очевидным образом определяемые из (10). 
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Рассмотрим оператор в пространстве 2L  вида 

 
ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( )

Q

A x G x y y dy= W W ,  (12) 

где ˆ ( , )G x y  – тензор-функция. Сопряженный оператор определяется  
формулой 

 * *ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( )
Q

A x G y x y dy= V V ,  (13) 

где *Ĝ  – сопряженный к Ĝ  тензор. 
Тогда оператор, сопряженный к 0B̂  в пространстве 2 ( )QL , будет иметь 

следующий вид: 

* * * *
0 0

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
3

Q

B x I x x x G y x y dy = + η −η 
  W W W  –  

 * *
1ˆˆ ( ) . . ( , ) ( ) , .

Q

x p v G y x y d y x Q−η ∈ W   (14) 

Ниже будем полагать, что тензор-функция ( )ˆˆ ˆ( ) ( )rx x Iη = ε −  имеет об-

ратную в каждой точке из Q . Из (10), (11), (13) следует, что 

0 0ˆ ˆ( , ) ( , )G x y G y x= , 0 0ˆ ˆ tG G=  и 1 1ˆ ˆ tG G= , 1 1ˆ ˆ( , ) ( , )G x y G y x= . Учитывая эти свой-
ства тензоров, возьмем комплексное сопряжение от выражения (14): 

* * * *
0 0

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
3

t t

Q

B x I x x x G x y y dy = + η −η 
  W W W  –  

 *
1ˆˆ ( ) . . ( , ) ( ) , ,t

Q

x p v G x y y d y x Q−η ∈ W   (15) 

здесь символы t и * обозначают транспонированный тензор и комплексно со-
пряженный вектор соответственно. 

Пусть W  – нуль оператора (14), т.е. *
0ˆ 0B =W . Обозначим 

1 *ˆ( )t −= ηV W . Тогда, из (11), (14), (15) имеем 

* *
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0t tB B= η ε =W V , 

где 0ˆ ˆ( )tB ε  – оператор уравнения (10) с тензором диэлектрической проница-

емости в Q, равным ˆtε . Значит, размерности подпространств нулей операто-

ров *
0ˆ ˆ( )B ε  и 0ˆ ˆ( )tB ε  связаны неравенством ( ) ( )*

0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )tn B n Bε ≤ ε . Теперь 
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пусть W  – нуль оператора (11) с диэлектрической проницаемостью ˆtε , т.е. 

0ˆ ˆ( ) 0tB ε =W . Обозначим * ˆ t= ηV W . Тогда, из (11), (14), (15) имеем 

* *
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0,t tB Bη ε = =W W  

откуда следует, что ( ) ( )*
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )tn B n Bε ≤ ε . Значит, 

 ( ) ( )*
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )tn B n Bε = ε ,  (16) 

т.е. размерности подпространств нулей операторов *
0ˆ ˆ( )B ε  и 0ˆ ˆ( )tB ε равны. 

Если ˆ ˆtε = ε , что выполняется, например, в изотропных средах, то 
*

0 0ˆ ˆ( ) ( )n B n B= , и значит 0ˆ( ) 0Ind B = . 
Если какой-либо эрмитов тензор δ̂  неотрицательно/положительно 

определен, то и эрмитов тензор ˆ tδ  будет также неотрицательно/положите-
льно определен. Поэтому при выполнении условий теоремы 2 получим 

 ( ) ( )0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0tn B n Bε = ε = .  (17) 

Далее, из (16), (17) следует 

 ( ) ( )*
0 0ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) 0n B n Bε = ε = .  (18) 

Значит, при выполнении вышеприведенных условий оператор 0B̂  будет 
фредгольмовым в пространстве 2 ( )QL . Таким образом, имеем следующее 
утверждение. 

Теорема 1. Пусть 0μ̂ = μ  в 3R , и тензор-функция ( )ˆˆ ( )r x Iε −  имеет  

обратную в каждой точке из Q . Тогда оператор сингулярного интегрального 
уравнения (10) фредгольмов в пространстве 2 ( )QL .  

Теперь рассмотрим задачи рассеяния на магнитодиэлектрическом теле, 
диэлектрическая и магнитная проницаемости которого являются кусочно-
дифференцируемыми функциями координат в Q , а поверхности разрыва па-
раметров удовлетворяют вышеприведенным условиям.  

Запишем систему сингулярных интегральных уравнений (5), (6) в сим-
волическом виде: 

 

0

0

ˆ ˆ ˆˆ( ) 0
( ) :

ˆ ˆˆ 0ˆ( )
r

r

S i F I
A

Ii F S

   − ωμ ε −     
 ω = + =         μ −ωε       

EE E
H H H

,  (19) 

где вид операторов Ŝ  и F̂  ясен из (5), (6). Очевидно, что оператор Ŝ  являет-
ся сингулярным оператором в 2 ( )QL , а оператор F̂  компактным. Здесь 

2 ( )QL  – гильбертово пространство интегрируемых с квадратом шестимер-
ных вектор-функций. 
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Рассмотрим следующее уравнение в 2 ( )L Q


: 

 

ˆˆ ˆ( )0 0
ˆ ˆ 0ˆ( )0

r

r

IS

IS

   ε −   
+ =        μ −      

EE
H H

.  (20) 

Поскольку система уравнений (20) распадается на два независимых 
уравнения вида (10), получаем по доказанному выше, что оператор уравнения 
(20) будет фредгольмовым в 2 ( )QL . Оператор уравнения (19) отличается от 
оператора уравнения (20) прибавлением компактных операторов F̂ . Значит, 
оператор уравнения (19) также является фредгольмовым оператором  
в 2 ( )QL . Получаем следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть тензор-функции ( )ˆˆ ( )r x Iε −  и ( )ˆˆ ( )r x Iμ −  имеют 

обратные в каждой точке из Q . Тогда оператор системы сингулярных инте-
гральных уравнений (5), (6) фредгольмов в пространстве 2 ( )QL .  

3. Теорема о дискретности спектра оператор-функции 

Рассмотрим оператор-функцию 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  как функцию 
комплексной переменной ω∈C . 

Лемма 1. Оператор-функция 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  является голо-
морфной на всей комплексной плоскости ω∈C .  

Доказательство следует из того, что ядро (7) интегральных операторов 
Ŝ  и F̂  является аналитической функцией параметра ω .  

Будем говорить, что в области Q выполнены условия С, если эрмитовы 
тензор-функции ( )*ˆ( ) ( ) / 2i ix xε + ε  и ( )*ˆ ˆ( ) ( ) / 2i ix xμ +μ  положительно опреде-

лены (аналог условия Re ( ) 0,Re ( ) 0i ix xε > μ >  для изотропной среды), а тен-

зор-функции ( )*ˆ( ) ( ) / (2 )i ix x iε − ε  и ( )*ˆ ˆ( ) ( ) / (2 )i ix x iμ −μ  неотрицательно опре-

делены (аналог условия Im ( ), Im ( ) 0i ix xε μ ≥  для изотропной среды). Символ 
«*» обозначает сопряженный тензор, т.е. транспонированный тензор с ком-
плексно-сопряженными элементами. 

При выполнении условий С при вещественных ω  задача (19) имеет 
только тривиальное решение. В этом случае оператор-функция ( ) :A ω  

2 2( ) ( )Q Q→L L  имеет непустое резольвентное множество. Получаем следу-
ющий основной результат. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия С и тензор-функции ( )ˆˆ ( )r x Iε −  
и ( )ˆˆ ( )r x Iμ −  имеют обратные в каждой точке из Q . Тогда оператор-

функция 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  имеет дискретный спектр в C , т.е. спектр 
этой оператор-функции является дискретным множеством изолированных 
характеристических чисел конечной алгебраической кратности.  

Доказательство сразу следует из теоремы о голоморфной оператор-
функции [6], леммы 1 и теоремы 2.  
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В открытых объемных магнито-диэлектрических резонаторах могут 
существовать только комплексные резонансные частоты из-за излучения  
в свободное пространство [1, 2]. Это значит, что вещественных положитель-
ных характеристических чисел у оператор-функции 2 2( ) : ( ) ( )A Q Qω →L L  
нет. Все комплексные резонансные частоты имеют отрицательную мнимую 
часть. Физическая интерпретация комплексных резонансных частот подробно 
изложена в [2]. 

Заключение 
В статье рассмотрена задача об электромагнитных колебаниях магнито-

диэлектрических объемных резонаторов в наиболее общей ситуации, когда 
среда в резонаторе является неоднородной и анизотропной, т.е. тензоры ди-
электрической и магнитной проницаемости являются произвольными кусоч-
но-гладкими функциями координат. 

Доказана дискретность спектра резонансных частот в задаче об элек-
тромагнитных колебаниях в открытых объемных резонаторах. Для исследо-
вания задача для системы уравнений Максвелла сведена к анализу системы 
интегродифференциальных объемных сингулярных уравнений по области 
неоднородности. Доказано, что оператор-функция, определяемая системой 
интегродифференциальных уравнений, является голоморфной функцией 
спектрального параметра – частоты колебаний, а при некоторых дополни-
тельных условиях на тензоры диэлектрической и магнитной проницаемости – 
фредгольмовой оператор-функцией в выбранном пространстве.  
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